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LAUREACI NAGRODY NOBLA

ROBERT GOLANSKI"

Teoria stabilnych alokacji i dopasowan:
Lloyd Shapley i Alvin Roth - laureaci Nagrody Nobla
w dziedzinie ekonomii w 2012 r.**

W roku 2012 nagroda Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie ekonomii przyznana
zostata dwom amerykanskim naukowcom, Lloydowi Shapleyowi i Alvinowi Rothowi za
teori¢ stabilnych alokacji i jej wykorzystywanie przy projektowaniu mechanizméw ryn-
kowych.

Urodzony w 1923 r. Lloyd Shapley zagadnieniami dotyczacymi teorii gier zajmowat
si¢ od wezesnych lat 50. XX w., wprowadzajac w swojej pracy doktorskiej pewne pojecia
kluczowe dla tej dziedziny wiedzy takie jak wartoS¢ Shapleya. Przez wiele lat zwigzany
byl ze znang ze swojego wkiadu w metody iloSciowe Korporacja RAND, a od 1981 r. jest
profesorem UCLA (Uniwersytetu Kalifornijskiego w Los Angeles). Mtodszy od niego
o 28 lat Alvin Roth, znany gidéwnie ze swoich prac dotyczacych teorii gier i ekonomii eks-
perymentalnej, zwigzany jest od kilkunastu lat z jedng czotowych szk6t biznesu na §wiecie,
Harvard Business School, w biezacym roku zamierza natomiast powrdci¢ na Uniwersytet
Stanforda, uczelni¢, w ktorej uzyskat dyplom magisterski i obronit prace doktorska.

1. Stabilnos¢ rozwigzania w grach niekooperacyjnych

Poszukiwanie stabilnych rozwigzan jest gléwnym obszarem zainteresowania zaréwno teo-
rii gier kooperacyjnych, jak niekooperacyjnych. Pochodzacy od von Neumanna i Mor-
gensterna (1944) oraz Nasha (1951) podziat na gry kooperacyjne i niekooperacyjne nie
oznacza — jak mogtaby sugerowa¢ nazwa — czy gracze ze sobg wspolpracuja czy nie, ale czy
moga zawiera¢ pomigdzy sobg wigzace ich umowy. Stosowane w grach niekooperacyjnych
(a wigc przy zalozeniu, ze gracze beda zachowywali si¢ tak, aby uzyskac jak najkorzyst-
niejszy dla siebie wynik, a umowy begda dotrzymywane tylko, jesli jest to korzystne dla
kazdego gracza z osobna) koncepcje rozwigzan poszukuja proby odpowiedzi na pytanie,
w jaki sposdb gracze powinni si¢ zachowywac, aby takie indywidualnie najkorzystniejsze
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rozwigzania uzyskac. Podstawowg z takich koncepcji rozwiagzah jest rownowaga Nasha
(1950), w ktorej wymaga si¢, aby kazdy z graczy zachowywal si¢ optymalnie, biorac za
dane zachowanie pozostatych. Rozwigzanie proponowane przez Nasha (laureata Nagro-
dy Nobla z 1994 1.) jest stabilne w tym sensie, ze jesli zostalo ono osiagnigte, to zaden
z graczy nie bedzie miat bodZca do zmiany swojego zachowania. Tak rozumiana stabilno$§¢
rozwigzania moze dawac jednak réwniez dos¢ nieintuicyjne odpowiedzi na pytanie o to,
jakie zachowanie optymalizuje wyptate decydentdéw. Najbardziej znanym chyba przykta-
dem prostej sytuacji, bedacej obszarem zainteresowania teorii gier, jest dylemat wigznia,
czyli gra o nastgpujacej strukturze wyplat:

Gracz 2
A B
A 3,3 0,5
Gracz 1
B 5,0 1,1

Kazdy z graczy rownocze$nie dokonuje wyboru miedzy decyzjami 4 i B, a w wyniku
podjetych decyzji osiagaja oni wyplaty znajdujace si¢ na przecigciu wiersza i kolumny
odpowiadajacych ich wyborom (pierwsza liczba okreS$la wyptate gracza 1, a druga gra-
cza 2). Wida¢, ze dla kazdego gracza indywidualnie racjonalnym wyborem jest wybor
decyzji B — niezaleznie od tego, jak zachowa si¢ drugi z graczy, gdyz daje ona wyzszg
wyplate. Podjecie przez obu z graczy decyzji B tworzy rzeczywiscie w tej grze jedyna
réwnowage Nasha. Uktad jest wowczas stabilny w tym sensie, ze nikt nie chce swojej
decyzji zmieni¢, gdyz zmiana taka wiazalaby si¢ ze zmniejszeniem uzyskanej wyplaty.
Indywidualnie racjonalne zachowanie kazdego gracza oznacza jednak, ze kazdy z nich
uzyskuje wyplate rowng 1, gdy tymczasem mozna bylo uzyskaé w tej grze wynik, ktory
bylby korzystniejszy dla kazdego z decydentow: wybor A przez kazdego z nich datby
im wyplate rowna 3. Wyplaty uzyskiwane w rownowadze Nasha nie muszg zatem by¢
optymalne w sensie paretowskim.

Innym prostym przyktadem ilustrujagcym pewien nieintuicyjny skutek zalozenia, ze
rozwigzanie powinno by¢ stabilne w sensie, w jakim wymaga tego rownowaga Nasha, jest
nastepujaca gra:

Gracz 2
A B
2,2 0,0
Gracz 1
B 0,0 1,1

Gra ta nie ma charakteru konkurencyjnego, chodzi w niej o skoordynowanie si¢ na
wspOlnym wyborze takiej samej decyzji, przy czym obustronny wybor A przez decyden-
tow daje wyplaty wyzsze niz wybor B. OczywiScie wybOr A przez obu graczy tworzy w tej
grze rownowage Nasha. Réwnowage Nasha tworzy jednak rowniez wybor przez kazdego
gracza decyzji B, pomimo ze prowadzi do nizszych wyptat. Stabilno$¢ rownowagi Nasha
wymaga bowiem jedynie, aby wybdr dokonany przez kazdego z decydentéw byt optymalny
biorac za dane zachowanie pozostatych graczy, a ten warunek jest rowniez spetniony przy
obustronnym wyborze B — jeSli gracz 2 wybiera B, to gracz 1 nie moze uzyskaé wyplaty
rownej 2 i najkorzystniej przy danym zachowaniu gracza 2 jest dla niego samego wybraé
B, ktore maksymalizuje w tej sytuacji jego wyplate. Gra jest symetryczna i takie samo
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku gracza 2. Stabilno$¢ wymagana przez
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rOwnowage Nasha nie probuje bowiem udzieli¢ odpowiedzi na pytanie, dlaczego gracze
mieliby dokonaé okreslonych wybordw, a raczej, czy jesli juz dane wybory zostaly doko-
nane, to czy ktorykolwiek z graczy ma bodziec do zmiany swojej wiasnej decyzji. Warto
zreszta zauwazyC, ze o ile w tego typu prostej grze moze si¢ wydawac oczywiste, ze gracze
stojac przed tym wyborem beda si¢ koordynowac na korzystniejszej dla nich rownowa-
dze Nasha (4, A), o tyle wyniki eksperymentow w bardziej ztozonych grach pokazuja, ze
istnieja sytuacje, w ktorych gracze nie tylko nie koordynuja si¢ na rownowagach dajacych
najwyzsze wyplaty, ale moga si¢ koordynowaé na réwnowagach, ktére sa w sensie pa-
retowskim najgorsze (np. seria eksperymentdéw przeprowadzonych przez van Huycka,
Battalio i Beila (1990)).

Waznym wynikiem uzyskanym przez Nasha jest wykazanie, ze jezeli dopu$cimy moz-
liwos¢, ze gracze beda si¢ zachowywali w sposob losowy i utozsamimy strategi¢ kazdego
z nich z rozktadem prawdopodobiefistwa na rzeczywistych wyborach, to kazda skoficzona
gra — czyli taka, w ktorej jest skoficzona liczba graczy i kazdy z nich ma skoficzong liczbe
strategii — bedzie posiadata przynajmniej jedng rownowage Nasha.

2. Rdzen jako rozwigzanie stabilne w grach kooperacyjnych

Inaczej do odpowiedzi na pytanie o osiagniety wynik podchodzi teoria gier koopera-
cyjnych. Wprowadzone dodatkowo zatozenie o tym, ze gracze moga zawiera¢ wigzace
porozumienia, oznacza, ze problem koordynacji na wyniku, ktory nie jest paretowsko
optymalny nie istnieje — gracze beda zawierali porozumienia, ktore sa dla nich najkorzyst-
niejsze i wybranie nieoptymalnego wyniku oznaczaloby, ze warunek ten nie jest spelnio-
ny. Koncepcje rozwigzan gier kooperacyjnych skupiajg si¢ zatem na probie odpowiedzi
na pytanie, w jaki sposOb gracze powinni podzieli¢ pomigdzy siebie uzyskane wyplaty.
Naturalnym rozszerzeniem pojecia rownowagi Nasha jest koncepcja rdzenia — podobnie
jak rownowaga Nasha probuje ona odpowiedzie¢ na pytanie, ktore uktady strategii beda
stabilne w tym sensie, ze zaden z graczy nie bedzie mial bodzca do zmiany swojej wia-
snej decyzji. Rdzen wyznacza wszystkie podzialy, ktdre sa stabilne w tym sensie, ze nie
istnieje zaden podzbior graczy, ktéry wolatby zawrze¢ porozumienie wylacznie pomigdzy
sobg i uzyskatby w ten sposob wyzsze wyptaty. Sposob poszukiwania odpowiedzi o prze-
widywane podzialy oznacza zatem konieczno§¢ okreSlenia, jakie wyplaty moga zostac
osiagniete przez kazdy podzbidr zbioru graczy, jesli zawarte porozumienie ograniczy si¢
tylko do niego. Funkcje okreslajaca takie wyplaty kazdego podzbioru zbioru graczy na-
zywamy funkcjg charakterystyczng. W przypadku opisanego powyzej dylematu wi¢Znia
funkcja taka wygladataby w taki sposdb, ze zbiorowi {gracz 1, gracz 2} przypisalaby ona
wyplate réwna 6 — tyle wynosi bowiem maksymalna suma wyplat, ktora gracze moga
uzyskac, je§li moga w wiarygodny sposob ograniczy¢ swoj wybor. Bez wigzacego charak-
teru takiej umowy kazdy z graczy miatby w takiej sytuacji oczywiscie bodziec do zmiany
swojej decyzji z A na B i zwickszenia swojej wlasnej wyplaty z 3 do 5 kosztem drugiego
gracza, co ostatecznie prowadzi do sytuacji, w ktorej kazdy gracz uzyskuje wyplate réwna
1. Gracze beda zatem woleli zawrze¢ umowe o samoograniczeniu si¢ do wyboru A, jesli
rzeczywiScie istnieje mozliwos§¢ zawarcia takiej umowy w wiazacy sposdb. Jednoczesnie
kazdy z graczy — bez zawierania umowy z drugim decydentem — moze zagwarantowac
sobie wyptat¢ réwna 1 (poprzez wybor decyzji B), tyle zatem wyniesie warto$¢ funkcji
charakterystycznej kazdego gracza z osobna. Do rdzenia beda nalezaly zatem wszystkie
takie podzialy, w ktorych gracze tacznie uzyskuja wyptaty réwnie w sumie 6, ale kazdemu
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z nich przypadnie co najmniej 1 — kazdy taki podzial bedzie stabilny w tym sensie, ze nie
bedzie istnial zaden podzbior zbioru graczy, dla ktérego korzystniej bytoby si¢ wytamaé
i zawrze¢ porozumienie wylacznie pomigdzy soba.

O ile jednak nalozenie tego typu warunku stabilnoSci w grach niekooperacyjnych po-
zwolito Nashowi wykazaé istnienie rozwigzania w kazdej grze skoficzonej, o tyle nawet
w przypadku stosunkowo prostych gier kooperacyjnych moze si¢ okazaé, ze zadne roz-
wigzanie stabilne nie istnieje, a zatem rdzen jest pusty. Przykladem takiej gry moze by¢
glosowanie wigkszoScia w grupie trzyosobowej. Je§li trzy osoby maja pomigdzy siebie
podzieli¢ jednostke dobra i 0o wybranym podziale bedzie decydowaé wigkszo$¢ bezwzgled-
na (a zatem w tym przypadku dowolne dwie osoby moga okresli¢, jaki podzial powinien
zosta¢ wybrany — w szczeg6lnosci dowolne dwie osoby moga podzieli¢ cale dobro pomig-
dzy siebie, wykluczajac z udziatu trzeciego gracza), to funkcja charakterystyczna takiej gry
bedzie wyglada¢ w taki sposob, ze kazdemu trzy- i dwuosobowemu podzbiorowi zbioru
graczy przypisze warto$¢ 1, a podzbiorowi ztozonemu z jednego gracza wartos$¢ 0 (bo
zaden gracz samodzielnie nie jest w stanie zapobiec temu, aby pozostali dwaj nie weszli
w porozumienie wigkszosciowe, ktore wykluczy go w petni z udziatu w podziale). Stabilny
podzial nalezacy do rdzenia powinien zatem dzieli¢ jednostke dobra w taki sposob, aby
kazda dwuelementowa grupa uzyskiwala co najmniej 1 — bo jedli istnieje para graczy,
ktora uzyskuje mniej, to bedzie ona wolata zawrze¢ porozumienie wytacznie pomiedzy
sobg i powickszy¢ w ten sposdb wyplaty uzyskiwane przez siebie. Takie podzialy jednak
nie istnieja, a rdzen jest w takim razie pusty. Latwo zreszta widaé, ze rzeczywiScie dla
kazdego podziatu da si¢ znaleZ¢ parg graczy, ktdra go zakwestionuje — np. jesli gracz 112
zawarliby porozumienie o podziale mig¢dzy sobg rdwno po polowie dzielonej jednostki, to
wykluczony gracz 3 mogtby zaproponowaé ktéremukolwiek z pozostatych porozumienie,
na ktorym skorzystaliby obaj zainteresowani (np. takie, w ktérym gracz 1 otrzymuje 0,7,
a gracz 3 dostaje 0,3).

Lloyd Shapley, starszy z uhonorowanych tegoroczna Nagroda Nobla naukowcow,
zagadnieniami teorii gier, gtéwnie kooperacyjnych, zajmowat si¢ prawie od samego po-
czatku rozwoju tej dziedziny, od wczesnych lat 50. Zaproponowanie rozsadnej koncepcji
rozwiazania gier kooperacyjnych, spelniajacej pewne minimalne warunki dotyczace sta-
bilnosci, byto jednym z gtéwnych zagadnien badanych przez Shapleya. Ze wzgledu na
fakt, ze rdzefi moze si¢ okaza¢ w pewnych grach pusty, istotne stalo si¢ z jednej strony
ustalenie warunkow, przy ktorych problem ten nie wystapi, a z drugiej strony — zapropo-
nowanie alternatywnej koncepcji rozwigzania, ktdra mozna by stosowaé w grach, w kto-
rych rdzen jest pusty. Nazwisko Shapleya taczone jest z waznymi ustaleniami dotyczacymi
obu tych zagadnien.

3. Warunki istnienia niepustego rdzenia

Bondarewa (1963) i niezaleznie od niej Shapley (1967) udowodnili twierdzenie, ktore
podaje warunek konieczny i wystarczajacy do tego, aby gra posiadala niepusty rdzefi.
Warunek ten ma postac nastgpujaca:

Niech N oznacza zbi6r graczy, a f funkcje charakterystyczng gry (f: 2V - R). Gra ma
niepusty rdzefi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji @: 2V \ ¢ — R takiej, ze dla

kazdego i € N zachodzi ZS CoNics

2 a(S)f(S) <fN).

a(S) = 1, spelniony jest warunek:



,Ekonomista” 2013, nr 2
http://www.ekonomista.info.pl

Laureaci Nagrody Nobla 291

Gry spetniajace warunek Bondarewej-Shapleya nazywa si¢ grami zrownowazonymi.

Inng wazng klasa gier, dla ktorych istnieje gwarancja niepustosci rdzenia (aczkolwiek
jest to warunek wytacznie wystarczajacy, ale nie konieczny), jest wypuklo§¢ gry. Shapley
(1971) pokazat, ze jesli funkcja charakterystyczna f spetnia warunek, ze dla dowolnych
podzbioréw K i L zbioru graczy zachodzi warunek:

fK) + (L) SA(KVUL) + KN L),

to gra taka bedzie miala rzeczywiScie niepusty rdzen.

4. Wartos¢ Shapleya

Shapley (1953) proponuje rowniez inng koncepcj¢ rozwiazania dla gier kooperacyjnych,
ktora zawsze istnieje i dla kazdej gry jest jednoznacznie okre§lona, nazywang wspodicze-
$nie wartoScig Shapleya. Warto$¢ ta aksjomatyzowana jest na rézne sposoby. Przyktadowa
aksjomatyzacja podana jest ponize;j.
Niech N oznacza zbior graczy, f funkcje charakterystycznag gry, a ¢; szukang warto§¢
przypisana graczowii € N. Jezeli sa spelnione nast¢pujace warunki:
— efektywnosé D ¢; = f(N);
— symetria (dla kazdych i, j € N oraz S € N takiego, ze {i, j} C S, jeSli f(S U {i}) =
=f(SU{j}), tod; = ¢
— addytywno$¢ (dla kazdych dwdch gier okre§lonych za pomoca funkcji charakterystycz-
nych f oraz g i dla kazdego gracza i zachodzi warunek ¢(f + g) = ¢;(f) + ¢i(g);
— gracz, ktory nie zmienia wartoSci funkcji charakterystycznej zadnego zbioru ma war-
to$¢ rowna zero (jesli dla kazdego S € N zachodzi f(S) = f(S U {i}), to ¢; = 0);
to jedyna funkcja speiniajaca te warunki, pozwalajaca okreslic ¢; jest:

SHIN|[—=|S|—- D
Syenies st s)

Warto$¢ Shapleya mozna zatem interpretowac jako Sredni krancowy wktad danego
gracza w wartoS$¢ koalicji przy zatozeniu, ze kazda kolejno$¢ dolaczania graczy do koalicji
jest tak samo prawdopodobna.

Shapley pokazat réwniez, ze w grach wypuklych nie tylko rdzen jest niepusty, lecz
takze warto$¢ Shapleya nalezy do rdzenia i znajduje si¢ w jego Srodku geometrycznym.

5. Indeks Shapleya-Shubika

Szczegdlnym przypadkiem zastosowania warto$ci Shapleya w praktyce jest indeks Sha-
pleya-Shubika (1954), pozwalajacy okreSli¢ np. site decydentéw podejmujacych decyzje
przez glosowanie, mierzong prawdopodobiefistwem tego, ze glos danego decydenta spo-
woduje rzeczywiscie zmiang wyniku glosowania. Indeks Shapleya-Shubika rowny jest war-
toSci Shapleya w grze kooperacyjnej, dla ktorej funkcja charakterystyczna jest okreSlona
W sposOb wiazacy jej wartosci z tym, czy dany podzbior graczy tworzy koalicje wygrywa-
jaca: jesli dana koalicja jest wygrywajaca, czyli jeSli posiada liczbg gtoséw niezbgdna do
podjecia decyzji, to przypisuje si¢ jej wartoS¢ funkcji charakterystycznej réwna 1, w prze-
ciwnym natomiast razie warto$¢ rowna 0. Ze wzgledu na fakt, ze warto$¢ Shapleya danego
gracza mozna interpretowac jako Srednig krancowa zmiang wartoSci koalicji nastepujaca
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w wyniku dolaczenia takiego gracza do koalicji, w grach o funkcji charakterystycznej zde-
finiowanej w taki wlasnie zero-jedynkowy sposdb interpretacja ta nabiera szczegdlne-
go charakteru. W prostych wazonych grach wigkszosci, ktore da si¢ scharakteryzowaé
w pelni przez dodatnig liczbe gtosow kazdego gracza oraz regute decyzyjng okreslajaca
minimalng sume¢ glosow potrzebng do podjecia decyzji, oznacza to, ze krancowy wktad
gracza moze wynie$¢ 0 — jesli koalicja byla wygrywajaca bez danego gracza (i wowczas
pozostanie ona wygrywajaca po jego dotaczeniu, gdyz liczba gloso6w kazdego gracza jest
zgodnie z zalozeniem dodatnia) lub jesli koalicja po dofaczeniu gracza nie jest wygrywaja-
ca (a zatem nie byla réwniez wygrywajaca przed jego dotaczeniem), albo 1 —jesli koalicja
stala sie z przegrywajacej wygrywajaca na skutek dolaczenia do niej danego gracza. Po-
niewaz jednak dla kazdej kolejnosci wchodzenia graczy w koalicje da si¢ w jednoznaczny
sposob okresli¢ gracza, ktéry spowoduje taka wlasnie zmiang z koalicji przegrywajacej na
wygrywajaca, indeks Shapleya-Shubika mozna interpretowac jako prawdopodobiefistwo
takiego zdarzenia i stosowa¢ jako miare sily danego gracza.

Indeks Shapleya-Shubika stosowaé mozna oczywiScie w kazdej grze, w ktorej decy-
zje podejmowane sg przez glosowanie i wykorzystywa¢ do ustalenia sily poszczegolnych
graczy w sytuacjach takich jak badanie sily akcjonariuszy podczas walnego zgromadzenia
w spolce akeyjnej (kazdy akcjonariusz posiada pewng liczbg gtosow zwiazang z liczba
posiadanych akcji, a do podjecia decyzji potrzeba okreslonej sumy gloséw), czy badanie
sity poszczegblnych panstw w Radzie Unii Europejskiej. W tym drugim przypadku regufa
decyzyjna jest bardziej ztozona, gdyz oparta na systemie podwodjnej (w traktacie lizbon-
skim) lub potrdjnej (w obecnie jeszcze obowigzujacym traktacie nicejskim) wigkszoSci,
gdzie do podjecia decyzji trzeba dysponowaé zaréwno odpowiednio duza suma ludnosci,
jak i poparciem odpowiednio duzej liczby panstw, a w traktacie nicejskim konieczne jest
rOéwniez uzbieranie odpowiednio duzej sumy wag przyznanej kazdemu panstwu.

Kiedy podejmowano decyzj¢ o odejsciu od arbitralnych wag przewidywanych przez
traktat nicejski na rzecz systemu opartego wytacznie na liczbie ludnosci, w mediach toczy-
fa si¢ dyskusja o tym, ktdry system bytby dla Polski korzystniejszy. Rzadko odwotywano
sie w niej jednak do oceny sity za pomoca miernikéw takich jak indeks Shapleya-Shubika,
czesciej polegajac na wskaznikach prostszych, takich jak np. ocena, ktory system przyznaje
Polsce wigksza wzgledna wage (czyli wigksza wzgledna liczbe gtosow).

Warto jednak zauwazy¢, ze indeksy sity majg czgsto pewne nieintuicyjne wasciwosci.
Latwo zaobserwowac to na przyktadzie uktadu sit w polskim Sejmie. Przy zatozeniu, ze
mozna kazda z partii utozsamic¢ z pojedynczym decydentem (czyli ze partie blokuja en
bloc, co w wazniejszych glosowaniach — takich jak powotanie rzadu — jest rzeczywiscie
z dobrym przyblizeniem spelnione) oraz ze partie nie kierujg si¢ wzgledami ideologicz-
nymi i kazda kolejnos¢ tworzenia koalicji jest rownie prawdopodobna, mozna wyznaczy¢
indeks Shapleya-Shubika dla poszczeg6lnych klubéw parlamentarnych. BezpoS§rednio po
wyborach 2011 r. wynositby on 0,6 dla Platformy Obywatelskiej oraz po 0,1 dla kazdego
z pozostalych czterech klub6w (Mniejszo$¢ Niemiecka z jednym postem jest ugrupowa-
niem z punktu widzenia tworzenia koalicji wigkszoSciowej nieistotna — nie istnieje taka
konfiguracja pozostatych partii, ktéra miataby dokladnie 230 gloséw, tak aby dotaczenie
do niej posta Galli dato jej wymagana wigkszo$¢ bezwzgledna). Mozna zauwazy¢, ze ze
wzgledu na fakt, ze uklad sit w Sejmie wygladal w taki sposob, ze PO mogla utworzyé
koalicje wigkszoSciowa z kazda z pozostalych partii, ale rzad bez niej musialby oznaczaé
porozumienie wszystkich pozostalych czterech, indeks sily przyporzadkowuje taka sama
warto$¢ kazdemu z tych ugrupowan — taka samga sita dysponuje zatem Prawo i Sprawie-
dliwo$¢ ze 157 postami, co Sojusz Lewicy Demokratycznej z 27 postami. Podobnie Pra-
wo i Sprawiedliwo$¢ ma prawie trzykrotnie nizsza warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika niz
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Platforma Obywatelska, pomimo ze dysponuje niewiele mniejsza liczbg gltosow. Widaé
zatem, ze sama waga, czyli w tym przypadku liczba postéw, nie jest dobra miarja sity. Po-
réwnujac wyniki wybordw 2011 r. z wynikami wyboréw 2007 1. mozna zauwazy¢ rowniez
wystepowanie opisanego przez Fischera i Schottera paradoksu redystrybucji: PO zdoby-
wajac w wyborach 2007 r. wigcej miejsc w Sejmie (209) niz w 2011 r. (207) dysponowala
mniejszg sifa — jej indeks Shapleya-Shubika wynosit w 2007 r. 0,5 w poréwnaniu z 0,6
w2011 1.

6. Algorytm Gale’a-Shapleya

Osiagnigciem, ktore w najwigkszym stopniu docenione zostato przez komitet przyznajacy
Nagrode¢ Nobla, byt algorytm dopasowujacy do siebie elementy z r6znych roztacznych
zbiorow.

Algorytm ten nazwany przez Gale’a i Shapleya (1962) (Gale zmart w 2008 r. i nie
mogt podzieli¢ tegorocznej nagrody) algorytmem poszukiwania stabilnych matzenstw,
opiera si¢ na mechanizmie odroczonej akceptacji i dziala w sposob nastepujacy. Zatoz-
my, ze mamy dwie roztaczne grupy M i K, takie ze kazdy decydent z jednej grupy ma
okreSlone preferencje w stosunku do cztonkoéw drugiej. Jedna z tych grup zostaje wy-
rézniona jako grupa, ktérej cztonkowie skiadaja oferty potaczeni. W rundzie pierwszej
cztonkowie grupy skladajacej oferty proponuja potaczenie (,,zawarcie maizenstwa”)
najbardziej przez siebie preferowanemu przedstawicielowi drugiej grupy. Jesli w gru-
pie otrzymujacej oferty kazdy gracz ma co najwyzej jedng oferte, to gracze sg taczeni
w pary w sposOb wynikajacy ze ztozonych ofert i algorytm si¢ koniczy. W przeciwnym
razie gracze, ktorzy uzyskali wigcej niz jedng ofertg, wybieraja te, ktora uwazaja za
najbardziej preferowang i odrzucaja pozostate — ich zgoda na takie przyporzadkowanie
ma jednak wylacznie charakter tymczasowy i moze by¢ w dalszej czgsci gry odrzucona,
jesli gracz uzyska oferte korzystniejsza. Nastepnie w rundzie drugiej wszyscy gracze
z grupy proponujacej polaczenia, ktorych oferty zostaly odrzucone, sktadaja oferty
kolejnej osobie na swojej liscie preferencji i, podobnie jak w rundzie pierwszej, kazdy
gracz z grupy otrzymujacej oferty wybiera oferte najkorzystniejsza dla siebie (jesli ma
ich wigcej niz jedna), przy czym wybdr odbywa si¢ sposSrod wszystkich ofert otrzyma-
nych w biezacej rundzie oraz tymczasowo zaakceptowanych w rundzie poprzednie;j.
Préby powtarzane sg tak diugo, az zaden gracz z grupy sktadajacej oferty nie chce zto-
zy¢ juz nikomu wigcej oferty (albo dlatego, ze zostal juz przyporzadkowany do kogos,
kto zaakceptowat jego oferte, albo dlatego, ze ztozyt oferte wszystkim graczom, z kto-
rymi wolalby sie potaczy¢ niz pozostac bez przyporzadkowania do nikogo, i wszystkie
oferty zostaly odrzucone).

Przyjrzyjmy si¢ dziataniu algorytmu Gale’a-Shapleya na przykladzie.

Rozwazmy dwie czteroosobowe grupy: K = {K1, K2, K3, K4} oraz M = {M1, M2, M3, M4}
o nastepujacych preferencjach:

Kl: M1 >M2>M3>M4 M1: K4 >K3>K2>Kl1
K2: M1 >M3>M2>M4 M2: K4 >K1>K3>K2
K3: M1 > M2 > M4 > M3 M3: K1 >K2>K4>K3
K4: M3 >M4>M2>M1 M4:. K2 >K1>K4>K3

Przyjmijmy, ze grupa proponujaca taczenie si¢ par jest grupa K. Zastosowanie algo-
rytmu przebiega¢ bedzie nastepujaco.

W rundzie pierwszej K1, K2 oraz K3 sktadaja oferte graczowi M1, ktory jest najbar-
dziej preferowany przez wszystkich trzech graczy, K4 sklada natomiast oferte graczo-
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wi M3. Poniewaz M1 otrzymatl wigcej niz jedng oferte, wybiera z nich najkorzystniejsza
w swojej ocenie, czyli K3. Oznacza to, ze oferty graczy K1 oraz K2 zostaja odrzucone.

W rundzie drugiej K1 oraz K2, ktérych oferty zostaly odrzucone, skladaja oferte ko-
lejnym osobom na swojej liscie preferencji: K1 proponuje potaczenie M2, a K2 proponuje
to M3. Oznacza to, ze gracz M3 ma dwie oferty — wstepnie zaakceptowana w rundzie
pierwszej oferte od K4 oraz uzyskanag w rundzie drugiej ofert¢ od K2. Wybiera on z nich
preferowang oferte od K2, odrzucajac zaakceptowana wstepnie w rundzie pierwszej ofer-
te od K4 i pozostawiajac tym samym K4 bez przyporzadkowania.

W rundzie trzeciej K4, ktory pozostat bez przyporzadkowania, oferuje pofaczenie ko-
lejnemu na swojej liScie graczowi M4. W tej chwili kazdy z graczy ze zbioru M ma tylko
jedna oferte i poszukiwanie si¢ koficzy.

Ostatecznie przyporzadkowanie uzyskane przy zastosowaniu opisanej procedury taczy
graczy w cztery pary: (K1, M2), (K2, M3), (K3, M1) oraz (K4, M4).

Gtoéwny wynik Gale’a i Shapleya polega na wykazaniu, ze zastosowanie tego algorytmu
da zawsze dopasowanie stabilne w sensie nast¢pujacym: nie mozna znalez¢ zadnej takiej
pary (M; K;), nazywanej parg blokujaca, M; ze zbioru M i K ze zbioru K, ze M; woli K; od
gracza, do ktorego zostal przyporzadkowany przez zastosowanie algorytmu Gale’a-Sha-
pleya i rownoczesnie K; woli M; od swojego obecnego partnera. Oznacza to, ze zastosowanie
opisanego algorytmu da zawsze dopasowanie, w ktorym nikt nie bedzie w stanie znalez¢
dopasowania indywidualnie korzystniejszego. Nie znaczy to oczywicie, ze kazdy jest przy-
porzadkowany do gracza, ktdrego najbardziej preferuje; taka sytuacja zwykle bedzie zresz-
ta niemozliwa do osiagnigcia. W powyzszym przykiadzie K1 zostat przyporzadkowany do
gracza M2, chociaz uwaza gracza M1 za lepszego. Para taka (K1, M1) nie jest jednak para
blokujaca, gdyz co prawda K1 wolatby zosta¢ przypisany do M1, ale M1 woli swoje obecne
przyporzadkowanie, czyli K3, od K1. Rzeczywiscie tatwo sprawdzi¢, ze nie mozna dla tego
przyktadu znalez¢ zadnej pary blokujace;j.

Ze wzgledu na fakt, ze algorytm zawsze zakonczy si¢ jakim§ dopasowaniem, wykaza-
nie przez Gale’a i Shapleya, ze uzyskane dopasowanie musi by¢ stabilne, oznacza, ze dla
kazdego uktadu preferencji istnieje stabilne dopasowanie.

Wybor grupy, ktora sktada oferty jest jednak zupeinie arbitralny. Mozemy zatem roz-
wazy¢ zastosowanie algorytmu, w ktérym potaczenia proponowac beda cztonkowie grupy
M, a nie grupy K. Okazuje si¢, ze w ogolnym przypadku nie musi to prowadzi¢ do tego
samego uporzadkowania. W rozwazanym przykladzie dopasowaniem uzyskanym w ten
sposob bytoby: (K1, M3), (K2, M4), (K3, M1) oraz (K4, M2).

Poréwnujac ze sobg te dwa dopasowania uzyskane powyzej zauwazyé mozna, ze do-
pasowanie, w ktorym grupa proponujaca byt zbior K jest co najmniej réwnie dobre dla
kazdego cztonka grupy K jak dopasowanie, w ktorym propozycje byly inicjowane przez
zbidér M. Rzeczywiscie — K1 woli M2 od M3, K2 woli M3 od M4, a K3 woli M3 od M2.
Gracz K3 natomiast zostal przyporzadkowany do tego samego gracza M1 w obu przy-
padkach, jest zatem obojetny pomi¢dzy oboma dopasowaniami. Podobnie jest w drugim
przypadku — jesli to gracze ze zbioru M skiadaja oferty, to uzyskane dopasowanie bedzie
dla kazdego z nich co najmniej tak samo dobre jak dopasowanie uzyskane przy propo-
zycjach skfadanych przez strong przeciwna. Oba te dopasowania sg oczywiscie stabilne.
Sytuacja taka nie jest przypadkowa. Gale i Shapley pokazuja, ze uzyskane dopasowanie
bedzie dla kazdego cztonka grupy sktadajacej oferty nie tylko co najmniej tak samo dobre
jak dopasowanie uzyskane, kiedy polaczenia proponuje grupa przeciwna, ale rowniez
ze nie mozna znalez¢ zadnego innego stabilnego dopasowania, w ktorym ktorykolwiek
gracz z grupy proponujacej uzyskatby przyporzadkowanie Scile dla siebie korzystniejsze.
Zachodzi réwniez zalezno§¢ w przeciwng strong — stabilne dopasowanie, w ktorym oferty
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sktadaja gracze ze zbioru M jest nie tylko najkorzystniejsze sposrdd wszystkich stabilnych
dopasowan dla wszystkich graczy M, ale jest rownocze$nie ze wszystkich stabilnych dopa-
sowan najmniej korzystne dla wszystkich graczy ze zbioru K.

Zauwazmy wreszcie, ze algorytm Gale’a-Shapleya pozwala na znalezienie dwoch — po-
tencjalnie r6znych — dopasowan w zaleznoSci od tego, ktéra grupa skiada oferty, ale dla
zadanego ukfadu preferencji mogg istnie¢ réwniez stabilne dopasowania, ktérych algo-
rytm Gale’a-Shapleya nie wykryje. Ze wzgledu na fakt uprzywilejowania grupy sktadajace;j
oferty wyznaczenie takich stabilnych dopasowan moze by¢ pozadane, aby nie faworyzo-
wac zadnej z grup. Zastosowanie algorytmu Gale’a-Shapleya pozwala jednak stosunko-
wo fatwo sprawdzic, czy takie alternatywne stabilne dopasowania istnieja. W powyzszym
przyktadzie widaé, ze K3 musi zosta¢ w kazdym stabilnym dopasowaniu przypisany do M1,
skoro w obu przypadkach w taki wtasnie sposob przyporzadkowatl tych graczy algorytm
Gale’a-Shapleya: skoro M1 jest dla K3 spoSrod wszystkich stabilnych dopasowan réwno-
czesnie najlepszym i najgorszym wyborem, musi to znaczy¢, ze kazde stabilne dopasowa-
nie musi tych dwdch graczy przyporzadkowywac do siebie. Latwo sprawdzié, ze w powyz-
szym przykiadzie zadne inne stabilne dopasowanie nie bedzie istnie¢ bez koniecznosci
analizowania stabilnoS$ci kazdego z 24 mozliwych przypadkow.

Nie zawsze tak jednak bedzie. Jesli preferencje graczy ukladaja si¢ w sposdb naste-

pujacy:
K1: M1 > M2 > M3 M1: K2>K3>Kl,
K2: M2 > M3 > M1 M2: K3 >Kl1>K2,
K3: M3 >M1>M2 M3: K1 >K2>K3,

to jednym z mozliwych stabilnych dopasowan bedzie: (K1, M2), (K2, M3), (K3, M1), gdzie
kazdy przyporzadkowany jest do drugiego na swojej liScie gracza. Algorytm Gale’a-Sha-
pleya nie poda tego rozwigzania ani w sytuacji, gdy grupa proponujaca jest K, ani gdy
jest nig M. Zauwazmy réwniez, ze dopasowanie to ma taka wtasnos¢, iz mozna znalez¢é
stabilne dopasowanie takie, ze $cistej poprawie ulegnie sytuacja kazdego gracza jedne;j
z grup (kosztem drugiej grupy) — np. dopasowanie (K1, M1), (K2, M2), (K3, M3) jest row-
niez stabilne i preferowane SciSle przez wszystkich graczy ze zbioru K. Mozna pokazad,
ze w przypadku dopasowan wyznaczonych za pomoca algorytmu Gale’a-Shapleya taka
sytuacja dla grupy proponujacej zdarzy¢ si¢ nie moze — nie tylko nie da si¢ znalez¢ sta-
bilnego rozwigzania poprawiajacego sytuacj¢ kazdego proponujacego (co jest oczywiste,
skoro zastosowanie algorytmu daje stabilne rozwigzanie optymalne z punktu widzenia
grupy proponujacej), ale nie istnieja rowniez niestabilne dopasowania, w ktdrych sytuacja
kazdego proponujacego ulegtaby poprawie.

7. Manipulowalnos¢

Chociaz Gale i Shapley wykazuja, ze przy danych preferencjach zastosowanie opisanego
przez nich algorytmu da rozwigzanie, w ktorym nie bedzie istniata zadna para blokujaca,
a zatem jest ono stabilne w tym sensie, ze jeSli zostalo wprowadzone, to nie ulegnie rozpa-
dowi (o ile nie zmienig si¢ indywidualne preferencje), to jednak mozna zada¢ pytanie o moz-
liwo$¢ manipulowania wynikiem gry (manipulowalno$¢). Poniewaz w praktycznych zastoso-
waniach preferencje graczy nie sa znane i moga zosta¢ ustalone wylacznie na podstawie tego,
co gracze twierdza o swoich preferencjach, mozna postawi¢ pytanie, czy zgloszenie przez
wszystkich graczy ich prawdziwych preferencji tworzy rownowage Nasha, a zatem czy rze-
czywiscie nikt nie bedzie miat bodZca do tego, aby fatszywie podawac swoje preferencje przy
zalozeniu, ze inni gracze ujawniaja w sposob szczery swoje preferencje. Okazuje si¢, ze tak
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nie jest i przy pewnych uktadach preferencji moze si¢ zdarzy¢, ze beda istnieli gracze, ktorzy
moga skorzystaé na takim wtasnie zafalszowaniu swojego optymalnego porzadku. W rozpa-
trywanym powyzej przykiadzie przyjrzyjmy si¢ np., jak zadziatalby algorytm, gdyby gracz K4
falszywie przedstawit swoje uporzadkowanie jako M3 > M4 > M1 > M?2. Latwo sprawdzic,
ze w sytuacji, w ktorej to gracze ze zbioru M sktadajg oferty, zmiana taka zakoficzylaby si¢
na dopasowaniu (K1, M2), (K2, M3), (K3, M1) oraz (K4, M4), ktore jest korzystniejsze dla
gracza K4 dokonujacego takiej manipulacji. Algorytm Gale’a-Shapleya nie zabezpiecza za-
tem przed manipulowaniem ze strony graczy. Okazuje si¢ jednak, ze przynajmniej czgscio-
wo brak manipulacji da si¢ zagwarantowaé. Roth (1982, 1984a) pokazuje, ze w przypadku
stosowania omawianego algorytmu zZadnemu cztonkowi grupy skladajacej oferty nie bedzie
oplacato si¢ dokona¢ tego typu falszywej prezentacji preferencji; potencjalna manipulacja
wynikiem jest zatem ograniczona do grupy przyjmujacej oferty. Co wigcej, Roth pokazuje
rOwniez, ze nie mozna skonstruowac algorytmu, ktdry zapewniatby brak manipulacji ze stro-
ny wszystkich uczestnikow gry.

Gale i Shapley zwracaja rowniez uwage na to, ze jednym z kluczowych zatozen po-
zwalajacych uzyskaé stabilnos$¢ rozwigzania, jest zalozenie o roztacznosci zbioréw K i M.
W og6lnym przypadku mozna oczywiscie rozwazac sytuacje, w ktorej w pary potaczyé
trzeba elementy pewnego wsp6lnego zbioru, w ktérym kazdy gracz ma okreslone prefe-
rencje wobec pozostalych — problem taki nazywa si¢ w literaturze problemem wspotloka-
tora. Okazuje si¢ jednak, ze w takiej sytuacji moze nie istnie¢ zadne stabilne rozwigzanie.
Na przyktad jesli preferencje graczy ksztaltuja si¢ nastepujaco:

A: B>C>D,

B: C>A>D,

C: A>B>D,

D: dowolne,
to zadne dopasowanie nie bedzie stabilne. Ktokolwiek zostatby bowiem przyporzadko-
wany do gracza D, bedzie uwazal to za najgorsza mozliwa dla siebie opcj¢ i bedzie wolal
stworzyC pare z ktérymkolwiek z pozostalych dwoch graczy, a przy powyzszym ukiadzie
preferencji zawsze znajdzie si¢ gracz, ktory bedzie go uwazal za partnera najbardziej
preferowanego. Na przyktad, dla dopasowania (4, B), (C, D) para blokujaca bedzie para
B, C, bo Buwaza C za najbardziej atrakcyjnego, a C uwaza B za wybor bardziej pozadany
niz jego obecne przyporzadkowanie do gracza D.

8. Krajowy Program Rozmieszczenia Stazystow

Aczkolwiek Gale i Shapley nazywaja rozpatrywane przez siebie zagadnienie problemem
poszukiwania stabilnych malzefistw, zaproponowany przez nich algorytm ma bardziej
praktyczne zastosowania w innych obszarach. Samo kojarzenie ludzi w pary w rzeczy-
wistym $wiecie przebiega zreszta w zupelnie inny sposob, nie istnieje bowiem centralny
mechanizm, ktéry na podstawie zglaszanych przez zainteresowanych preferencji okre-
§latby, kto z kim powinien si¢ zwigza¢. Warto jednak zauwazy¢, ze nawet jesli w tego typu
zagadnieniach algorytm Gale’a-Shapleya nie jest faktycznie stosowany, czy nawet jeSli
jego stosowanie bytoby zupelnie niepraktyczne, to waznym wkladem jego tworcoOw jest
wykazanie, ze przy pewnych zatozeniach dotyczacych preferencji poszczeg6lnych oséb
istnieje co najmniej jedno dopasowanie stabilne i przynajmniej teoretycznie mozna je
w takim razie wyznaczy¢.

W praktyce istnieja jednak problemy, w ktorych potrzeba potaczy¢ w pary elemen-
ty z réznych grup i stworzenie centralnego — niekoniecznie obowigzkowego dla uczest-
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nikéw — mechanizmu pozwalajacego na takie polaczenie jest rzeczywiscie stosowane.
Jednym z takich przypadkoéw, w ktorych szczego6lnie silnie zaznaczyt si¢ wklad Rotha
jest istniejacy w Stanach Zjednoczonych Krajowy Program Rozmieszczenia Stazystow
(National Residence Matching Program — NRMP), czyli alokacji na staze absolwentow
uczelni medycznych odpowiadajace specjalizacji w polskim systemie szkolnictwa. Ab-
solwenci amerykanskich uczelni medycznych po zakonczeniu studiéow musza odby¢ staz
zwigzany z uzyskaniem specjalizacji. Mamy zatem do czynienia z problemem teoretycz-
nie rozwazanym przez Gale’a-Shapleya: istnieja dwie roztaczne grupy (szpitale i lekarze)
o preferencjach nawzajem wzgledem siebie okre§lonych, ktore trzeba polaczyé w pary
(przypisa¢ stazyst¢ do danego szpitala). Pierwotnie system ten funkcjonowal w sposéb
zdecentralizowany — uczelnie same poszukiwaly najkorzystniejszych ze swojego punktu
widzenia kandydatow wsrod studentéw uczelni medycznych. System taki zaczal jednak
wykazywaé pewne niepozadane cechy. Aby zapewniC sobie jak najlepszych studentow,
szpitale zaczely sktadaé oferty studentom coraz wezes$niejszych lat, zmuszajac ich w efek-
cie do decydowania o specjalizacji czgsto na etapie, kiedy dany student nie wiedzial jesz-
cze, czym chce si¢ zajmowac. Zwlekanie z przyj¢ciem oferty grozito natomiast tym, ze
dana osoba w ogole nie znajdzie korzystnego miejsca na staz, gdyz do czasu, kiedy si¢
zdecyduje wszystkie atrakcyjne miejsca beda juz zajete. Réwniez dla szpitali taki system
nie byt korzystny, wymuszal bowiem skiadanie ofert na etapie, w ktérym nie byto jeszcze
czesto mozliwe ustalenie jakoSci potencjalnego stazysty. Jako remedium wprowadzono
w latach 50. centralny system zbierajacy informacje o preferencjach obu grup i taczacy
stazystow ze szpitalami. Pomimo ze system ten dziatat na zasadzie dobrowolnoSci, zaczat
sie on cieszy¢ sporg popularnoscia i praktycznie wszystkie staze byly przydzielane przy
jego pomocy. Roth (1984b) ustalit, ze stosowany przez ten system algorytm dopasowania
pokrywat si¢ w duzej mierze z algorytmem Gale’a-Shapleya i jego sukces wynikat gléwnie
wlasnie z faktu, ze byt on w stanie dopasowac uczestnikdw w opisywanej sytuacji w sposdb
stabilny — w przeciwnym razie uczestnicy nie byliby nim zainteresowani i szukaliby lep-
szych dopasowan poza systemem.

Roth zastuzyt si¢ nie tylko wykazaniem, ze stosowany przez NRMP algorytm daje
rozwigzania stabilne, ale réwniez jego dostosowaniem do zmieniajacej si¢ struktury ryn-
kowej. Zmiany spoteczne lat 60. spowodowaly, ze coraz wigcej kobiet decydowalo si¢ na
podjecie pracy zawodowej, a w efekcie studia medyczne koficzyto coraz wigcej matzenistw,
ktorych preferencje byly w oczywisty sposob powigzane — pary takie mogty by¢ sktonne
zrezygnowac z podjecia pracy w najbardziej przez siebie preferowanych szpitalach, jesli
miatoby to oznacza¢ konieczno$¢ zamieszkania w oddalonych od siebie miastach. Al-
gorytm Gale’a-Shapleya nie dopuszczal oczywiscie tego typu korelacji w preferencjach
uczestnikéw. Roth wykazal, ze w sytuacji, kiedy na rynku pojawiaja si¢ tego typu pary,
moze si¢ okazad, ze zadne stabilne rozwigzanie nie istnieje.

Drugim waznym problemem poruszonym przez Rotha byt fakt, ze stosowany przez
NRMP algorytm byt algorytmem, w ktorym oferty byly sktadane przez szpitale, generowat
zatem — jak wykazali Gale i Shapley — dopasowanie stabilne, ktore jest najkorzystniejsze
dla szpitali i najmniej korzystne dla lekarzy. Zarzad programu zatrudnit w 1995 r. Rotha
do zaprojektowania sposobu kojarzenia lekarzy ze szpitalami, ktdry pozwolitby uporaé
si¢ z tymi dwoma problemami. Roth i Peranson (1999) opisuja zaproponowany system,
w ktoérym co prawda ze wzgledu na obecno$¢ par nie ma gwarancji uzyskania rozwigzania
stabilnego, ale minimalizuje si¢ problemy zwigzane z ich obecnoScia w sposdb sekwen-
cyjny. Symulacje przeprowadzone przez Rotha (2002) wykazaly rdwniez, ze uzyskanie
przez manipulacj¢ korzystniejszego dla siebie wyniku jest w zmodyfikowanym przez niego
systemie praktycznie niemozliwe.



,Ekonomista” 2013, nr 2
http://www.ekonomista.info.pl

298 Laureaci Nagrody Nobla

9. Rekrutacja studentow

Innym przyktadem praktycznego zastosowania omawianego algorytmu, na ktory zwrocili
uwage juz Gale i Shapley w swoim oryginalnym artykule, jest przyporzadkowanie kandy-
datéw na studia do uczelni — réwniez mamy tu dwa rozlgczne zbiory o wzajemnie okre-
§lonych preferencjach: uczelnie maja jakas oceng, ktérych kandydatéw wola i podobnie
kandydaci porzadkuja w okreslony sposob uczelnie, w ktorych chcieliby studiowac. Ze
wzgledu jednak na fakt, ze w przypadku kojarzenia kandydatéw z uczelniami mamy do
czynienia z problemem przyporzadkowania kazdej uczelni wieloelementowego zbioru
potencjalnych kandydatéw, zagadnienie to nie jest prostym uogolnieniem rozwigzania
Gale’a i Shapleya — preferencje uczestnikdw takiego procesu muszg zosta¢ duzo precy-
zyjniej okreSlone, a samo zastosowanie algorytmu Gale’a-Shapleya co prawda pozwala
znaleZ¢€ rozwigzanie stabilne, ale — jak pokazuje Roth — nie bedzie ono spetniato pewnych
wlas$ciwosci wystepujacych w przypadku dopasowan typu ,,jeden do jednego”.

W przypadku dopasowan typu ,,wiele do jednego” problem, przed ktérym staje badacz
zajmujacy si¢ badaniem wiasciwoSci algorytmu, zwigzany jest z faktem, ze preferencje
graczy s okreslone na poszczeg6lnych elementach przeciwnego zbioru (np. uczelnie maja
pewna oceng tego, ktorego kandydata uwazajg za lepszego — tworzg listy rankingowe na
podstawie ustalonych przez siebie kryteriow, w Polsce zwykle jako pewna Srednig wazong
uzyskanych przez kandydata ocen na maturze), jednak ze wzgledu na fakt, ze do jednej
uczelni moze trafi¢ wielu kandydatow, preferencje uczelni powinny by¢ faktycznie okre-
Slone na zbiorach, z ktérymi uczelnia ma rzeczywiscie do czynienia, a wigc na wszystkich
mozliwych podzbiorach zbioru kandydatéw. Bez poczynienia dodatkowych zalozen doty-
czacych tego, jak takie preferencje si¢ ksztaltuja, nawet wiedzac, ze uczelnia porzadkuje
kandydatéw np. w kolejnosci K1 > K2 > K3 > K4, nie tylko nie mozna okresli¢, czy
bedzie ona uwazala za lepsza par¢ (K1, K4) od pary (K2, K3), ale réwniez nie bgdzie
mozna okresli¢, czy za lepsza uwaza ona intuicyjnie bardziej oczywista do poréwnania
par¢ (K1, K2) od pary (K3, K4), gdyz formalnie jej preferencje nie sa w ogéle na takich
dwuelementowych zbiorach okreSlone. W praktyce przy badaniu wlasciwosci dopasowan
czynione sa w zwigzku z tym dodatkowe zalozenia, z ktorych typowym zalozeniem jest
zalozenie o responsywnosci preferencji. Preferencje sa responsywne, jesli dla kazdych
dwoch elementéw x, y i dla kazdego zbioru S takiego, ze {x, y} € S, gracz uwaza S U {x}
za lepsze od S U {y} wtedy i tylko wtedy, gdy uwaza x za lepsze od y, natomiast uwaza
S U {x} za lepsze od S wtedy i tylko wtedy, gdy uwaza x za lepsze od ¢ (czyli w naszym
przypadku — gdy woli danego studenta przyjaé niz nie przyjac).

Podobnie jak w przypadku badania rynku lekarzy, Roth pokazuje zar6wno pewne
wazne wlasnoSci algorytmu dopasowania w przypadku rekrutacji studentow, jak i pomaga
przy konstruowaniu odpowiednich mechanizmdw selekcji.

Roth (1985) formalnie wykazuje, ze przy zatozeniu responsywnosci preferencji za-
stosowanie algorytmu Gale’a-Shapleya daje dopasowanie o podobnych wiasciwosciach.
Udaje si¢ w ten sposob uzyskac rozwigzanie stabilne, ktdre jest najkorzystniejsze dla stro-
ny sktadajacej propozycje, przy czym moze ono by¢ manipulowane przez graczy otrzy-
mujacych oferty, oraz nie mozna skonstruowac algorytmu, ktory zawsze by prowadzit do
dopasowania niemanipulowalnego. Mozna roéwniez zauwazy¢, ze jeSli preferencje uczelni
rzeczywiScie ksztaltowane sa na podstawie niezaleznych od nich wynikéw egzaminow, to
trudno jest mowi¢ o manipulowaniu algorytmem po stronie uczelni — uczelnia przedsta-
wia, zwykle z duzym wyprzedzeniem, swoje kryteria oceny i nie moze arbitralnie dokonac
zafalszowania preferencji przez przesuniecie studenta na liScie rankingowej bez narazania
si¢ na konsekwencje prawne. Roth pokazuje jednak, ze w przypadku modelu rekrutacji na
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studia nie wszystkie wlasnoSci algorytmu dopasowania typu ,,jeden do jednego” zostaja
zachowane. W szczeg6lnoSci — inaczej niz w modelu malzefstwa — moze si¢ zdarzy¢, ze
beda istnialy inne, aczkolwiek niestabilne dopasowania, ktore bgdg korzystniejsze dla
wszystkich proponujacych.

Rozwazmy np. nastepujaca sytuacje:

Ul: K1>K2>K3>KA4,

U2: Kl1>K2>K3>K4,

U3: K3>Kl1>K2>K4,

Kl: U3>Ul>U2,

K2: U2 >Ul > U3,

K3: Ul >U3> U2,

K4: Ul >U2> U3,

i przyjmijmy, ze limit przyje¢ wynosi 2 dla uczelni Ul oraz po 1 dla uczelni U2 i U3.
W sytuacji, w ktorej oferty sa skfadane przez uczelnie, zastosowanie algorytmu Gale’a-
-Shapleya da dopasowanie, w ktorym do uczelni U1 przyporzadkowani zostaja kandydaci
K31iK4, do uczelni U2 kandydat K2 oraz do uczelni U3 kandydat K1. Istnieje jednak inne
mozliwe dopasowanie, w ktorym do U1 trafig kandydaci K2 i K4, do uczelni U2 kandydat
K1, a do uczelni U3 kandydat K3 —i takie dopasowanie bedzie przy zatozeniu responsyw-
nosci preferencji Scisle preferowane przez kazda uczelni¢. Dopasowanie takie nie bedzie
jednak stabilne. W sytuacji gdy uczelnie sktadajq oferty, algorytm Gale’a Shapleya nadal
daje dopasowanie optymalne z punktu widzenia uczelni. Istnieje jednak para blokujaca
(K3, U1) — kandydat K3 wolalby studiowac¢ w uczelni U1 niz w U3, do ktorej zostal przy-
pisany, a uczelnia Ul wolataby réwnocze$nie kandydata K3 od kandydata K4, ktory do
niej trafif.

Roth nie tylko badat teoretyczne wlasciwosci algorytmu dopasowania, ale podobnie
jak w przypadku rynku stazystow medycznych pomogt zaprojektowac efektywne w prak-
tyce mechanizmy rekrutacyjne oparte na tym algorytmie. W roku 2005 opracowat on ze
wspotpracownikami dla szk6t publicznych w Bostonie nowy system, ktory zastapit po-
przedni system rekrutacji, w ktorym w pierwszej kolejnosci dopasowywano kandydatow
do szkot znajdujacych si¢ na pierwszych miejscach na ich listach preferencji, a nastgpnie
dopiero w dalszej kolejnosci i w miar¢ wolnych miejsc wykorzystywano dalsze miejsca.
Stary system stwarzal oczywiScie ogromne problemy natury strategicznej polegajace na
tym, ze kandydat musiat decydowac, czy woli aplikowac do lepszej, ale bardziej oble-
ganej szkoly i w razie odrzucenia ryzykowac, ze nie znajdzie nigdzie dobrego miejsca,
czy bezpieczniej bedzie umiesci¢ na pierwszym miejscu szkote mniej preferowana. Roth
i jego wspoipracowncy zaproponowali system oparty na ofertach kandydatéw, eliminujac
tym samym potrzebe strategicznych manipulacji i ulepszajac stabilnosS¢ systemu. Rowniez
w 2003 r. w Nowym Jorku przyjety zostal opracowany przez Rotha system rekrutacyjny
wykorzystujacy mechanizm odroczonej akceptacji Gale’a-Shapleya.

10. Rynek dopasowan z placami

Waznym uogolnieniem przedstawionego przez Gale’a i Shapleya algorytmu dopasowan
jest zaproponowany przez Shapleya i Shubika (1971) model dopuszczajacy mozliwosé
dokonywania transferéw pienigznych wplywajacych na uzytecznos¢ uczestnikow wymiany.
Shapley i Shubik rozwazaja model dopasowania typu ,,jeden do jednego” (odpowiadajacy
modelowi matzenistwa Gale’a i Shapleya), zakladajac jednak, ze strony maja mozliwos¢
zaproponowania pensji, ktora w quasiliniowy sposob bedzie wplywala na uzytecznos¢
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graczy. Przy tym zalozeniu wykazuja oni, Ze rdzef takiej gry jest niepusty, a zatem row-
niez przyj¢cie bardziej realistycznego na typowym rynku zalozenia, ze preferencje wiaza
si¢ z uzyskanym wynagrodzeniem, pozwala znalez¢ stabilne rozwigzanie. Dopasowanie
uzyskiwane w takim modelu okazuje si¢ — przy pewnych zatozeniach dotyczacych prefe-
rencji — jednoznacznie okreslone; rozwigzania r6znia si¢ wytacznie pfacami. Podobnie jak
w modelu Gale’a i Shapleya, mozna znalez¢ najkorzystniejszg sytuacje dla jednej i drugiej
z kojarzonych ze soba grup, przy czym ptace charakteryzujace obie te sytuacje wyznaczaé
beda granice, przy ktorych jest osiagana rownowaga rynkowa. Shapley i Shubik nie pro-
ponuja algorytmu takiego stabilnego dopasowania. Algorytm taki, dziatajacy analogicznie
do algorytmu odroczonej akceptacji Gale’a i Shapleya, zostal natomiast opisany przez
Crawforda i Knoer (1981).

Zagadnieniami dotyczacymi modeli dopasowan w sytuacji, w ktorej poszukiwanie
optymalnego partnera wiaze si¢ z dodatkowymi kosztami (na rynku ustalenie, z kim naj-
lepiej bytoby dokonaé wymiany, moze by¢ trudne i kosztowne) zajmowali si¢ rOwniez
laureaci Nagrody Nobla z 2010 r.: Diamond, Pissarides i Mortensen. Rozwinigty przez
nich w serii artykutéw (Diamond (1981), Mortensen (1982), Pissarides (1979), Morten-
sen i Pissarides (1994)) model stat si¢ podstawa makroenomicznej analizy rynku pracy’.
W modelu tym réwniez mamy do czynienia z dwiema roztacznymi grupami, pracownika-
mi i pracodawcami, przy czym cze¢$¢ pracownikow jest zatrudniona, a czg$¢ bezrobotna.
Pracownicy posiadajacy prace moga ja jednak straci¢ i zosta¢ zmuszeni do poszukiwania
zatrudnienia. Kojarzenie firm z pracownikami odbywa si¢ podczas dwustronnych spotkan,
w ktérych w pewnym modelu przetargowym o parametrach opisujacych wzgledng site
przetargowa obu stron, ustalane sa warunki zatrudnienia, w tym wysoko$¢ ptacy. Poszu-
kiwanie optymalnego dopasowania — inaczej niz u Gale’a i Shapleya, gdzie preferencje sa
znane i dopasowanie nastgpuje za pomocg centralnego mechanizmu, odbywa si¢ w dyna-
micznym procesie poszukiwania najlepszej oferty przez uczestnikdw rynku, ktory wymaga
zar6wno czasu, jak i poniesienia odpowiednich kosztéw. Same preferencje moga by¢ row-
niez zmienne w czasie — warto$¢ danego pracownika moze nie by¢ od razu oczywista dla
pracodawcy. Diamond, Mortensen i Pissarides pokazuja wtasciwosci rownowagi w takim
modelu i jej zalezno$¢ od przyjetych wartoS$ci parametrow.

11. Rynek z jednostronnymi preferencjami

Zarowno Shapley, jak Roth maja réwniez wazne osiggni¢cia przy badaniu algorytmu
dopasowania, w ktorym preferencje posiada tylko jedna z analizowanych grup. Shapley
i Scarf (1974) proponuja rozwazenie sytuacji, w ktorej dopasowac do siebie trzeba wta-
Scicieli oraz domy. Preferencje sa w tej sytuacji okre§lone wylacznie po stronie wiasci-
cieli — kazdy z nich potrafi uporzadkowac¢ potencjalne domy od najbardziej do najmniej
preferowanego, domy natomiast nie majg preferencji. Aby umozliwi¢ rozwiagzanie pro-
blemu, potrzebne jest okreSlenie status quo w postaci wyjSciowego przypisania kazdego
domu do wtaSciciela. Shapley i Scarf stawiaja pytanie o to, czy dla danego wyjSciowego
przyporzadkowania i zadanych preferencji mozna znalez¢ dopasowanie, ktore by byto
w sensie paretowskim lepsze dla wtascicieli, oraz przedstawiaja algorytm wyznaczenia
takiego rozwigzania.

1 Dorobek naukowy tych autoréw przyblizaja polskiemu czytelnikowi wydane przez Polskie Towarxzy-
stwo Ekonomiczne w 2012 r. przektady ksigzek: Ch.A. Pissaridesa Teoria bezrobocia w stanie rownowagi
i D.T. Mortensena Dyspresja ptac oraz przygotowywane wydanie ksigzki N. Barra i P. Diamonda Reforma
emerytur — krotki przewodnik (przyp. red.).
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Algorytm opisywany przez Shapleya i Scarfa, nazwany cyklem wymiany najbardziej
preferowanych elementéw, dziata w sposdb nastepujacy. Kazdy dom identyfikowany jest
z jego aktualnym wiascicielem, co oznacza, ze preferencje okreslone przez wilascicieli na
poszczeg6lnych domach mozna de facto utozsamic z preferencjami dotyczacymi poszcze-
g6lnych domo6w. Nastepnie bada sig, czy w tak okreslonych preferencjach wystepuje cykl,
biorac pod uwage wylacznie elementy najbardziej preferowane przez kazdego z wtasci-
cieli. Jesli taki cykl nie wystepuje, to znaczy, ze danej sytuacji nie mozna w sensie Pareto
ulepszy€. Jesli za§ cykl wystepuje, to dokonuje si¢ wymiany domoéw w ramach danego
cyklu, po czym usuwa si¢ domy i wiacicieli, ktorzy brali udzial w danym cyklu i powtarza
procedure dla pozostatych uczestnikdw, az zostang rozwigzane wszystkie cykle.

Przyjrzyjmy si¢ przyktadowi zastosowania tego algorytmu:

Dany jest zbior wiascicieli {1, 2, 3, 4} i zbiér domoéw {A, B, C, D}, a poczatkowa aloka-
cja wyglada nastepujaco: 1D, 2C, 3B, 4A4. Preferencje graczy okreslone sa nastepujaco:

1. A>B>C>D,

2. B>A>D>C,

3: A>B>D>C,

4. D>C>A>B.

Algorytm ustala, czyj dom jest najbardziej preferowany przez kazdego z graczy — gracz
113 najbardziej preferujg dom A, ktoéry nalezy do gracza 4, gracz 2 najbardziej preferuje
dom gracza 3, a gracz 4 dom gracza 1. W tak zmodyfikowanych preferencjach wystepuje
cykl: gracz 1 chciatby dom gracza 4, a gracz 4 —dom gracza 1. Domy A4 i D zmieniajg zatem
wlascicieli i s3 usuwane z problemu razem z graczem 1 i 4. W drugiej turze algorytmu
pozostaja tylko gracz 2 i 3 i posiadane przez nich domy B i C:

2. B>C,

3: B>C.

Obaj gracze wola dom gracza 3 (B), nie ma zatem cyklu, w ramach ktérego mogioby
doj$¢ do wymiany i algorytm si¢ konczy.

Roth i Postlewaite (1977) pokazali, ze dla kazdego wyjSciowego przyporzadkowania
domow do wiascicieli i dla kazdych ostrych preferencji da si¢ znaleZ¢ jednoznaczne osta-
teczne dopasowanie z wykorzystaniem powyzszego algorytmu (a wigc, w szczegolnosci,
kolejnos¢ eliminacji cykli nie ma znaczenia dla rozwiazania) oraz ze rozwigzanie uzyskane
w taki sposob znajduje si¢ w rdzeniu opisanej gry. Roth (1982) wykazat réwniez, ze zasto-
sowanie tak opisanego mechanizmu jest odporne na manipulacje.

Waznym wktadem Rotha jest zaobserwowanie, ze podobna struktur¢ ma wymiana
organow do transplantacji, w szczeg6lno§ci wymiana nerek. Ze wzgleddéw etycznych jest
to obszar, ktory nie podlega swobodnej wymianie rynkowej — otwarcie rynku na nerki
mogtoby prowadzi¢ do patologii, w ktorych ludzie pozbawiajg si¢ swoich organdw z nara-
zeniem swojego zdrowia lub zycia. Poza szczegdlnymi sytuacjami, w ktorych nerka moze
pochodzi¢ od osoby obcej, system zwykle dziata w taki sposob, ze dawca powinna by¢
osoba bliska. Rodzi to oczywisty problem polegajacy na tym, ze ze wzgledéw medycznych
potencjalny dawca moze nie by¢ kompatybilny (np. ze wzgledu na zia grupe krwi) z bior-
ca, ktoremu moze oddac¢ nerke. Roth zauwaza, ze tak opisany problem jest pod wieloma
wzgledami analogiczny do opisanego przez Shapleya i Scarfa modelu wymiany domow
— kazdy z uczestnikow problemu dysponuje zdrowa nerka od potencjalnego dawcy i ma
okre$lone wynikajace ze wzgledow medycznych preferencje co do pozostatych organéw
znajdujacych sie¢ w systemie. Istotna roznica polega na tym, ze o ile w teoretycznym mo-
delu wymiany domdw wymiana mogta nastapi¢ w sposdb réwnoczesny, o tyle w przypadku
wymiany nerek moze si¢ zdarzy¢, ze pacjent trafi na list¢ oczekujacych, jesli nie ma zadnej
nerki, ktéra mozna by mu przypisa¢. Roth, Sénmez and Unver (2004) proponuja system
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oparty na cyklu wymiany najbardziej preferowanych elementow, uwzgledniajacy koniecz-
no$¢ tworzenia listy oczekujacych i zapewniajacy efektywny i odporny na manipulacje
mechanizm wymiany. Na podstawie zaproponowanego przez Rotha algorytmu mozliwe
jest przeprowadzanie przeszczepdw ratujacych zycie, w tym réwniez wyszukiwanie dtugich
cykli wymiany. W kwietniu 2008 r. przeprowadzono w USA operacj¢, w ktdra zaangazo-
wanych byto sze$¢ par dawcdw i biorcow.

Zakonczenie

Obaj laureaci tegorocznej Nagrody Nobla z ekonomii maja wazne osiggnigcia w rozwo-
ju teorii ekonomii. O ile osiagnigcia Shapleya dotycza gtéwnie teoretycznych aspektow
kooperacyjnej teorii gier, o tyle Roth jest zaangazowany giéwnie w zagadnienia prak-
tyczne, zastosowania teoretycznych rozwigzah w rzeczywistych sytuacjach, projektowanie
rozwigzan rynkowych, ekonomi¢ eksperymentalng. Komitet przyznajacy nagrode pod-
kreslil, ze nagroda przyznana zostata za dokonania tworzace pewna calo$¢ — od zapro-
ponowania i zaprojektowania algorytmu, przez zbadanie jego teoretycznych wtasciwosci,
po praktyczne zastosowania z niezb¢dnymi modyfikacjami, tam gdzie byly one konieczne
do rozwigzania rzeczywistych probleméw spotecznych. I co prawda nie sg to zagadnienia
pozwalajace rozwigza¢ powazne makroekonomiczne problemy, takie jak obecny kryzys
finansowy, ale sg one niewatpliwie dla wielu ludzi zagadnieniami niezwykle waznymi,
w tym réwniez — jak w problemie wymiany nerek — ratujacymi ludzkie zycie.

Tekst wplynat 25 grudnia 2012 r.

Bibliografia

Abdulkadiroglu A., Pathak P.A., Roth A.E., The New York City High School Match, ,,American Eco-
nomic Review” 2005, nr 95.

Abdulkadiroglu A., Pathak PA., Roth A.E., Sénmez T., The Boston Public School Match, ,,American
Economic Review” 2005, nr 95.

Bondareva O., Nekotoryje primenenija metodow liniejnogo programmirowanija k tieorii kooperatiwnych
igr, ,,Problemy Kibernetiki” 1963, nr 10.

Crawford V.P,, Knoe E.M., Job Matching with Heterogeneous Firms and Workers, ,Econometrica”
1981, nr 49(2).

Diamond P, Mobility Costs, Frictional Unemployment, and Efficiency, ,,Journal of Political Economy”
1981, nr 89.

Fischer D., Schotter A., The Inevitability of the “Paradox of Redistribution” in the Allocation of Voting
Weights, ,,Public Choice” 1978, nr 33(2).

Gale D., Shapley L.S., College Admissions and the Stability of Marriage, ,, American Mathematical
Monthly” 1962, nr 69.

Mortensen D., Property Rights and Effciency in Mating, Racing and Related Games, ,, American Eco-
nomic Review” 1982, nr 72.

Mortensen D., Pissarides C., Job Creation and Job Destruction in the Theory of Unemployment, ,Re-
view of Economic Studies” 1994, nr 61.

Nash J., Equilibrium Points in n-Person Games, ,,Proceedings of the National Academy of Sciences”
1950, nr 36(1).

Nash J., Non-cooperative Games, ,, Annals of Mathematics” 1951, t. 54, nr 2.



,Ekonomista” 2013, nr 2
http://www.ekonomista.info.pl

Laureaci Nagrody Nobla 303

Pissarides C., Job Matching with State Employment Agencies and Random Search, ,,Economic Jour-
nal” 1979, nr 89.

Roth A.E., Incentive Compatibility in a Market with Indivisibilities, ,Economics Letters” 1982, nr 9.

Roth A.E., Misrepresentation and Stability in the Marriage Problem, ,,Journal of Economic Theory”
1984a, nr 34.

Roth A.E., The Evolution of the Labor Market for Medical Interns and Residents: A Case Study in
Game Theory, ,Journal of Political Economy” 1984b, nr 92.

Roth A.E, The College Admissions Problem is Not Equivalent to the Marriage Problem, ,Journal of
Economic Theory” 1985, nr 36.

Roth A.E., The Economist as Engineer: Game Theory, Experimental Economics and Computation as
Tools of Design Economics, ,,Econometrica” 2002, nr 70.

Roth A.E., Peranson E., The Redesign of the Matching Market for American Physicians: Some Engine-
ering Aspects of Economic Design, ,,American Economic Review” 1999, nr 89.

Roth A.E., Postlewaite A., Weak Versus Strong Domination in a market With Indivisible Goods, ,,Jour-
nal of Mathematical Economics” 1977, nr 4.

Roth A.E., Sénmez T,, Unver M.U., Kidney Exchange, ,,Quarterly Journal of Economics” 2004,
nr 19.

Shapley L.S., A Value for n-Person Games, w: Contributions to the Theory of Games, t. 2, red.
H.W. Kuhn, A.W. Tucker, Princeton University Press, Princeton 1953.

Shapley L.S., On Balanced Sets and Cores, ,,Navel Research Logistics Quarterly” 1967, nr 9.

Shapley L.S., Cores of Convex Games, ,,International Journal of Game Theory” 1971, nr 1.

Shapley L.S., Scarf H., On Cores and Indivisibility, ,,Journal of Mathematical Economics” 1974,
nr 1.

Shapley L.S., Shubik M., A Method of Evaluating the Distribution of Power in a Committee System,
»~American Political Science Review” 1954, nr 48.

Shapley L.S., Shubik M., The Assignment Game I: The Core, , International Journal of Game Theory”
1971, nr 1.

van Huyck J.B., Battalio R.C., Beil I.LR.O., Tacit Coordination Games, Strategic Uncertainty, and
Coordination Failure, ,,American Economic Review” 1990, nr 80(1).

von Neumann J., Morgenstern O., Theory of Games and Economic Behavior, University Press Prin-
ceton, Princeton 1944.



